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Chapitre 1 



Les suites 



1. Definitions 

1.1. Definition d’une suite 

Definition 1 

- Une suite est une application u : N — • R. 

- Pour n e N, on note u(n) par u n et on l’appelle n-eme terme ou terme general de la suite. 



La suite est notee u, ou plus souvent (u„)„ £ r j ou simplement (u n ). II arrive frequemment que l’on consi- 
dere des suites definies a partir d’un certain entier naturel hq plus grand que 0, on note alors (u n ) n ^„ n . 



Exemple 1 

- (v/n)ds o est la suite de termes : 0, 1, n/2, \/3,. . . 

- ((-l) re ) reS >o est la suite qui alterne +1, -1, +1, -1,. . . 

- j Les premiers termes sont 1, • • • 



1.2. Suite majoree, minoree, bornee 

Definition 2 

Soit (ure)reeN une suite. 

- (u n ) n eN est majoree si 3M e R VneN u n ^M. 

- (u n ) n EN est minoree si 3m e R VneN u n ^m. 

- (Un)nEii est bornee si elle est majoree et minoree, ce qui revient a dire : 

3 MeU VneN \u n \^M. 
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1.3. Suite croissante, decroissante 
Definition 3 

Soit (Ure)reeN une suite. 

- (u n )nm est croissante si VneN u n + 1 3= u n . 

- (u n )ne im est decroissante si Mn £ N u n + 1 ^ u n . 

- (u-n)nEii est monotone si elle est croissante ou decroissante. 



Remarque 

- (wn)reeN est croissante si et seulement si Mn e N u n+ ± — u n ^ 0. 

- Si (u n ) ra£ m est une suite a termes strictement positifs, elle est croissante si et seulement si Mn e 
N ^ 1. 

Ur 



Exemple 2 

La suite (u n ) n ^ l definie par u n 
majoree par 1/2 (borne atteinte 

l - 

1 

2 " 


= (-1 ) n /n pour n^l, n’est ni croissante ni decroissante. Elle est 
en n- 2), minoree par -1 (borne atteinte en n = 1). 

+ 

+ 

+ 


1 

2 
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- La suite (-) ^ est une suite de 
est minoree par 0 mais cette va] 


1 2 3 4 5 6 

+ 

+ 

+ 

croissante. Elle est majoree par 1 (borne atteinte pour n = 1), elle 
eur n’est jamais atteinte. 



2. Limites 

2.1. Limite finie, limite infinie 

Soit (a re )reeN une suite. 

Definition 4 

La suite (u re )reeN a pour limite £ e R si : pour tout e > 0, il existe un entier naturel N tel que si n ^ N 
alors \u n - £\ =£ £ : 

I Ve > 0 3N e N Mn eN (n^N => |u„-^|^e)b 



On dit aussi que la suite (u n ) ne \-4 tend vers £. Autrement dit : u n est proche d’aussi pres que l’on veut 
de £, a partir d’un certain rang. 



Les suites 



e + e 

e ■ 



+ + 



+ + + 



-I h 

N n 



Definition 5 

1. La suite (u n ) nE n tend vers +oo si : 

VA > 0 32V £ N VrceN (n^N=>u n ^A) 

2. La suite ( u n ) n £ n tend vers -oo si : 

VA > 0 32V eN Mn e N {n^N => u n ^-A) 

Remarque 

1. On note lim„^ +00 «„ = / ou parfois * £, et de meme pour une limite ±oo. 

n—>+c « 

2. lim.ft—^+oo — - oo > lim ;z ^ +00 u n — +oo. 

3. On raccourcit souvent la phrase logique en :V£>0 3N e N (n^N => \u n - £ \ e). No- 

ter que 2V depend de £ et qu’on ne peut pas echanger l’or dr e du « pour tout » et du « il existe ». 

4. L’inegalite \u n - £\ £ signifie £-£^u n ^£ + £. On aurait aussi pu definir la limite par la 

phrase :Ve>0 32V e N (n 3= 2V => \u n — £\< e), ou l’on a remplace la derniere inegalite 
large par une inegalite stricte. 

Definition 6 

Une suite (u n ) nF jj est convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente sinon (c’est- 
a-dire soit la suite tend vers ±oo, soit elle n’admet pas de limite). 

On va pouvoir parler de la limite, si elle existe, car il y a unicite de la limite : 

Proposition 1 

Si une suite est convergente, sa limite est unique. 

Demonstration 

On procede par l’absurde. Soit (u n ) nF j\ une suite convergente ayant deux limites £ V £' . Choisissons 
£ > 0 tel que £ < 1 . 

Comme lim re ^ +00 u n = £, il existe 2Vi tel que n ^ 2Vi implique \u n - (\<e. 

De meme lim„_ +00 u n = £' , il existe IV 2 tel que n 5 N 2 implique | u n - £'\ < £. 

Notons N = max(2Vi,2V2), on a alors pour ce N : 

\un~£\<£ et \ug — £'\<e 

Done \£ — £'\ = \£ -un + un ~ £'\ ^ \£ - un\ + \un ~ £'\ d’apres l’inegalite triangulaire. On en tire 
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\£ - £'\ £ + £ = 2c < \£ - £'\. On vient d’aboutir a l’inegalite \£ - £'\ <\£ — £'\ qui est impossible. Bilan 

: notre hypothese de depart est fausse et done £ = £' . 

2 . 2 . Proprietes des limites 
Proposition 2 

1. lim re ^ +00 u n = £ <=> lim n ^ +oo (u n -£) = 0 \ivn n ^ +00 \u n - £\ = 0, 

2. lim re ^ +00 u n = £ => lim„_ +00 |M„| = \£\. 

Demonstration 

Cela resulte directement de la definition. 

Proposition 3 : Operations sur les limites 

Soient (u re )reeN et (a„) ree N deux suites convergentes. 

1. Si lim„^ +00 u n = £ , ou £ e R, alors pour A e R on a lim re ^ +00 A u n = X£. 

2. Si lim n ^ +00 u n = £ et lim re ^ +00 v n = £' , ou £, £' e R, alors 

lim (u n + v n ) = £ + £' 

n —>+ oo 

lim (u n xv n ) = £x£' 

n—>+oo 

3. Si lim„^ +00 u„ = i’oui’er-R\ {0} alors u n ^0 pour n assez grand et lim re ^ +00 -f- = 

u n " 



Nous utilisons continuellement ces proprietes, le plus souvent sans nous en rendre compte. 




Proposition 4 : Operations sur les limites infinies 

Soient (u re ) re eN et (a re ) ree N deux suites telles que lim n _ +00 i; re = +oo. 

1. lim re _ +00 = 0 

u n 

2. Si (u re ) ree M est minoree alors lim n ^ +00 (w n +v n ) = +oo 

3. Si (u re ) ree M est minoree par un nombre A > 0 alors lim n ^ +oa (u n x v n ) = +oo 

4. Si lim n ^ +00 u n = 0 et u n > 0 pour n assez grand alors lim„^ +00 -f- = +oo. 

u n 

Exemple 4 

Si (u n ) est la suite de terme general -^=, alors lim„^ +00 (u„) = 0. 
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Proposition 5 

Toute suite convergente est bornee. 



Demonstration 
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Done si on pose 

M = max(|u 0 |,|ui|,-- - ,|mjv-iI,I^I + D 

on a alors Vn e N \u n \ =£ M. 



Proposition 6 

Si la suite (u re ) re eN est bornee et \im. n ^ +00 v n = 0 alors lim^+ooCu,! x v n ) = 0. 



Exemple 5 

Si (ure)rea i est la suite donnee par u n = cos(n) et {v n ) n ^\ est celle donnee par v n = alors 
lim n ^ +00 (u ra u re ) = 0. 



2.3. Formes indeterminees 



Dans certaines situations, on ne peut rien dire a priori sur la limite, il faut faire une etude au cas par 
cas. 



Exemple 6 

1. « +oo — oo » Cela signifie que si u n — +oo et v„ — — oo il faut faire faire l’etude en fonction de 
chaque suite pour lim(u„ + v n ) comme le prouve les exemples suivants. 



lim (e n -ln(n)l = +oo 

n—*+oo v 1 

lim [n — n 2 ) = — oo 

>1 t ) 



lim 

n—*+oo 



n H — I - n ] = 0 



2.4. Limite et inegalites 



Proposition 7 
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1. Soient (u n ) nF j\ et (v n ) nF j\ deux suites convergentes telles que : Vn e N, u n v n . Alors 

lim u n lim v n 

n —>+ oo n —> >+oo 

2. Soient (u re ) re£ N et (o re ) n£ w deux suites telles que lim n ^ +00 u n = +oo et V/z eN, u n . Alors 
limre^+oo^re — +00. 

3. Theoreme des « gendarmes » : si (u n ) nE n, (a re ) re£ N et (uz„) re£ N sont trois suites telles que 

V/zeN u n ^v n ^w n 

et lim„^ +00 zz re = £ - lim n ^ +00 w n , alors la suite (a„) n£N est convergente et lim„^ +00 i; re = L 




Remarque 

1. Soit (u n ) nE m une suite convergente telle que : Vn e N, u n ^ 0. Alors lim n ^ +OG u n 3= 0. 

2. Attention : si (u n ) nE ^ est une suite convergente telle que : Mn e N, u n > 0, on ne peut affirmer 
que la limite est strictement positive mais seulement que lim„_ +00 u n 5 0. Par exemple la 
suite (u„) n£ M donnee par u n = est a termes strictement positifs, mais converge vers zero. 



Exemple 7 : Exemple d’application du theoreme des « gendarmes » 



Trouver la limite de la suite (u re ) re£ M de terme general : 



u n — + 



(-1 ) re 
1 + /Z + /Z 2 



3. Exemples remar quables 

3.1. Suite geometrique 

Proposition 8 : Suite geometrique 

On fixe un reel a. Soit (zz n )neN la suite de terme general : u n = a n . 

1. Si a = 1, on a pour tout zz e N : u n = 1. 

2. Si a > 1, alors lim re ^ +00 u n = +oo. 

3. Si -1 < a < 1, alors lim„^ +00 u n = 0. 

4. Si a ^ -1, la suite (u re ) re£ N diverge. 

Demonstration 



1. est evident. 
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2. Ecrivons a = 1 +b avec b > 0. Alors le binome de Newton s’ecrit a n = (1 +b) n = l+nb+{^]b 2 -\ h 

{1)b k H 1- b n . Tous les termes sont positifs, done pour tout entier naturel n on a : a n ^ 1 + nb. 

Or lim„^ +00 (l + nb) = +oo car b > 0. On en deduit que lim„^ +00 a n = +oo. 

3. Si a = 0, le resultat est clair. Sinon, on pose b = |^|. Alors b > 1 et d’apres le point precedent 

lim n ^ +QO b n = +oo. Comme pour tout entier naturel n on a : \a\ n = , on en deduit que 

lim re ^ +00 |a|' 1 = 0, et done aussi lim n ^ +00 a n = 0. 

4. Supposons par l’absurde que la suite (u n ) n€ N converge vers le reel A De a 2 ^ 1, on deduit 

que pour tout entier naturel n, on a a 2n ^ 1. En passant a la limite, il vient £ 3= 1. Comme de 
plus pour tout entier naturel n on a a 2n+1 ^ a ^ — 1, il vient en passant de nouveau a la limite 
£ -1. Mais comme on a deja £ 2? 1, on obtient une contradiction, et done (u n ) ne converge 

pas. 



3.2. Serie geometrique 



Proposition 9 : Serie geometrique 




Soit a un reel, a ^ 1. En notant Y.'l- {) a k 


= 1 + a + a 2 H ha n ,ona : 




ta A = 1 " a ' l+1 | 
k=0 1 ~ a I 







Demonstration 

En multipliant par 1 - a on fait apparaitre une somme telescopique (presque tous les termes s’an- 
nulent) : 

(1 - a)(l + a + a 2 H ha") = (1 + a + a 2 + ■■■ + a n ) - [a + a 2 + ■■■ + a n+1 ) = l-a re+1 . 



Remarque 

Si a e] - 1,1[ et (u 7l ) re eN est la suite de terme general : u n = Y.1 =0 a k , alors \im n ^ +00 u n = De 
maniere plus frappante, on peut ecrire : 

1 + a + ci 2 + + • • • — 

1 -a 

Enfin, ces formules sont aussi valables si a e C \ {!}. Si a = 1, alors l + a + a 2 H t- a n = n + 1. 



3.3. Suites telles que 



u n + 1 
Un 



<£<1 



Theoreme 1 






Soit (u n ) ne ^ une suite de reels non nuls. On suppose qu’il existe un reel £ tel que pour tout entier 
naturel n (ou seulement a partir d’un certain rang) on ait : 




Ujl+ 1 
Un 


<£<1. 


Alors lim„^ +00 u n = 0. 
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3.4. Approximation des reels par des decimaux 



Proposition 10 

Soit a £ R. Posons 

_ £(10"a) 

Un ~ 10 " ‘ 

Alors u n est une approximation decimate deaa 10 _ " pres, en particulier lim„_ +oc u n = a. 



Exemple 8 

n = 3,14159265... 



£(10^71) 771/ \ Q 

U 0 — JgO — E(ji) — 3 

. _ EilO'n) _ £(31,415...) _ o i 

Ul ~ 10 1 ~ 10 

„ _ £(10 2 7T) _ £(314,15...) _ o A 

U 2 10 2 100 4,14 

1*3 = 3,141 



Demonstration 

D’apres la definition de la partie entiere, on a 

E{10 n a) ^ 10"a < JS(10"a) + 1 



done 



ou encore 



Un ^ U ^ U n ' 



0 ^ a - U n < 



10 " 

1 

10 "' 



Or la suite de terme general ^ est une suite geometrique de raison done elle tend vers 0. On 
en deduit que lim n ^ +00 u n = a. 



Exercice 1 

Montrer que la suite (u n ) ne N de la proposition 10 est croissante. 



Remarque 

1. Les u n sont des nombres decimaux, en particulier ce sont des nombres rationnels. 

2. Ceci fournit une demonstration de la densite de Q dans R. Pour e > 0, et / =]a — e,a + e[, alors 
pour n assez grand, u„elnQ. 



4. Theoreme de convergence 

4.1. Toute suite convergente est bornee 



On a 
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tats. 

4.2. Suite monotone 

Theoreme 2 



Toute suite croissante et majoree est convergente. 



Remarque 

Et aussi : 

- Toute suite decroissante et minoree est convergente. 

- Une suite croissante et qui n’est pas majoree tend vers +oo. 

- Une suite decroissante et qui n’est pas minoree tend vers -oo. 



4.3. Deux exemples 

C(2) 

Soit (u n ) nS: i la suite de terme general : 

11 1 

U n~ l+ tf + & + - + ^- 

- La suite (u n ) n ^i est croissante : en effet u n+ i - u n = (re + 1)2 > 0. 

- Montrons par recurrence que pour tout entier naturel /i?lonau„^2-^. 

- Pour n = l,onaui = l^l = 2-|. 

- Fixons n ^ 1 pour lequel on suppose u n ^ 2 - Alors u n+ 1 = u n + s; 2 - \ • Or 

iiUTT) = n ~ iUI’ donc “n+i < 2 - ce qui acheve la recurrence. 

- Donc la suite (u n )n^i est croissante et majoree par 2 : elle converge. 

Remarque 

2 

On note C(2) cette limite, vous montrerez plus tard qu’en fait ((2) = -g-. 



Suite harmonique 

C’est la suite (u n )n » l de terme general : 

11 1 

ll n — 1 H 1 h***H . 

2 3 n 

Calculons lim n ^ +00 u n . 

- La suite (u n ) n ^i est croissante : en effet u n+ 1 -u n = ^j-j- > 0 . 

- Minoration de u^p ~ u 2 p-i- On au2~ui = l + \- l = \ \ u±-u,2 = \ + \> \ + \ = et en general : 

1 1 1 1 1 
• H >2 P 1 x — = - 

2P 2 p 2 



U-2P ~ U-2P-1 ■ 



■ + 



2P-1 + 1 2^ _1 + 2 



2P- 1 =2P-2P- 1 termes 



